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摘 要：拉格朗日中值定理是微分学中的一个重要定理，它在函数值与导数值之间建立了联系，

是研究函数的重要理论工具，其应用非常广泛。本文主要介绍拉格朗日中值定理在解决有关中

值等式与不等式等问题时应用，重点给出解决问题的思路分析、辅助函数的构造及方法步骤。
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Exploration of Lagrange's Mean Value Theorem for Solving Mean Value Problems
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Abstract: The Lagrange's Mean Value Theorem is a significant theorem in differential calculus that
establishes a connection between function values and derivative values. It serves as an essential theoretical
tool for studying functions and has broad applications. This paper primarily introduces the application of
the Lagrange Mean Value Theorem in solving problems related to mean value equalities and inequalities.
Emphasis is placed on analyzing the problem-solving approach, constructing auxiliary functions, and
detailing the procedural methods involved.
Keywords: Lagrange's Mean Value Theorem; Mean Value Equality; Inequality; Auxiliary Function

引言

微分中值定理是微分学中的重要定理，包括罗尔定理、

拉格朗日中值定理、柯西中值定理和泰勒中值定理，而拉格

朗日中值定理又是其中最重要的一个定理，它既是罗尔定理

的推广，又是柯西中值定理和泰勒中值定理的特殊情形。深

刻理解并掌把握拉格朗日中值定理的条件、结论及应用对微

积分的学习非常重要。

一、拉格朗日中值定理及其表述形式

（一）拉格朗日中值定理的一般形式

如果  f x 在闭区间 ,a b 上连续，在开区间  ,a b 内

可导，则至少存在一点  ,a b  ，使得

     
f b f a

f
b a







，

或

       f b f a f b a   ，

或

         0 1f b f a f a b a b a         

.

（二）拉格朗日中值定理的有限增量形式

如果函数  f x 在点x 的某邻域内可导，x x  也在

该邻域内，则存在  0,1  ，使得

     f x x f x f x x x       .

如果函数  f x 在  ,a b 内可导，x ，  0 ,x a b ，

则存在  0,1  ，使得

       0 0 0 0f x f x f x x x x x       .

说明 拉格朗日中值定理建立了函数在区间上的增量、

自变量的增量及区间内某点的导数值之间的关系.

二、拉格朗日中值定理解决有关中值问题的两种

常见类型

拉格朗日中值定理的应用比较广泛，一般应用于解决符

合某些条件的中值等式、不等式的证明、方程根的存在性判

断、函数性质的证明等。下面主要给出拉格朗日中值定理在

等式及不等式证明方面的应用。
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（一）利用拉格朗日中值定理证明中值等式问题

如果要证明的中值等式中含有函数的增量、自变量的增

量及中值处的导数，或者能够通过等价变形化为函数的增量、

区间的增量及中值处的导数的等式，就可以考虑使用拉格朗

日中值定理。

（二）利用拉格朗日中值定理证明不等式问题

应用拉格朗日中值定理证明含有函数增量及自变量增

量的不等式。由中值公式
     

f b f a
f

b a






中的中值

点 的范围a b  ，得到  f  的不等式，从而得到

关于
   f b f a

b a




的不等式。

三、拉格朗日中值定理解决有关中值问题的方法

及步骤

（一）确定问题的类型

如果要证明的问题中条件或结论包含函数值、导数值、

自变量的取值，尤其是含有函数的增量，且要证明的结论为

与之相关的等式或不等式，那么就可以考虑使用拉格朗日中

值定理。

（二）构造解决问题的辅助函数

1.如果要证明的结论中明显含有函数值增量与自变量增

量的比值，则结论中的与函数值相关的函数即为辅助函数。

2.若函数不能直接确定，则先通过等价变换把要证明的

等式或不等式转换为一端含有函数增量与自变量增量的比

值的形式，另一侧含有中值的表达式，然后构造辅助函数。

3.对含有两个中值的等式，则需要在两个不同的区间上

分别找出满足拉格朗日中值定理的条件，然后构造辅助函数.

若直接构造辅助函数有困难，有时可以考虑乘以、除以不影

响结果的 ,x ne x 等后再来构造辅助函数。

（三）验证辅助函数满足定理的条件得出结论

对构造的辅助函数，验证它满足拉格朗日中值定理的条

件，然后得到中值等式，最后通过推导、变形得到最终要证

明的结论。

四、拉格朗日中值定理解决有关中值问题的典型

举例

例 1 设 ( )f x 在 ,a b 上可导，试证存在  ,a b  ，

使得

       
3 3

2 3   


   

b f b a f a
f f

b a
.

分析 欲证等式左端的分母恰为自变量的增量，分子恰

为函数  3x f x 在区间  ,a b 上的增量，而右端恰为

 3x f x 在  处的导数，所以可以直接构造辅助函数

 3( )  F x x f x ，在 ,a b 上利用拉格朗日中值定理就

可以了。

证明 设  3( )  F x x f x ，则  3( )  F x x f x

在 ,a b 上满足拉格朗日中值定理的条件，由拉格朗日中值

定理得, 存在  ,  a b ，使得

       3 3   b f b a f a F b a ，

又    2 3( ) 3 +   F x x f x x f x ，所以

         3 3 2 33 +         b f b a f a f f b a

，

即

       
3 3

2 3   


   

b f b a f a
f f

b a
.

例 2 设 0b a  ，证明存在  ,a b  ，使得

   1b aae be a b e    .

分析 欲证等式中虽有自变量的增量，但左端是哪一个

函数的增量不能直接确定，所以不能直接构造辅助函数，可

以对欲证等式进行等价变换. 欲证等式等价于

 1
b aae be

e
a b


 


，

上式左端分子分母同除ab，得

 1
1 1

b ae e

b a e

b a




 


，

又可变形为
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 

1 1
1 11 1

1
1 1

b a

e e
b a e

b a




 


，

由于 0b a  ，则
1 1
b a
 ，所以上式又可化为

 

1 1
1 11 1

1
1 1

a b

e e
a b e

a b




 


，

上式左端分母为区间
1 1,
b a

 
  

的长度，分子可以看成是

函数

1
xxe 在区间

1 1,
b a

 
  

上的增量，因此可构造辅助函数

 
1
xF x xe .

证明 令  
1
xF x xe ，则  F x 在

1 1,
b a

 
  

上满足

拉格朗日中值定理的条件，于是存在
1 1,
b a

   
 

，使得

 

1 1

1 1

F F
a b

F

a b



      
    


，

即

1 1
1 1

1
1 1

11
1 1

a b

e e
a b e

a b





  
  
 

.

由于
1 1
b a

  ，所以
1

a b


  ，令

1


 ，则有  ,a b  ，使得

 

1 1
1 11 1

1
1 1

a b

e e
a b e

a b




 


，

整理即得    1b aae be a b e    .

例 3 设  f x 在闭区间 0,1 上连续，在  0 1，内可导，

且  0 0f  ，  1 1f  ，证明对任意给定的正数 ,a b，

存在不同的  , 0 1   ，，使得
   
a b

a b
f f 

  
 

.

分析 要证明的等式中有两个不同的中值，可考虑给定

区间分段，在每个小区间分别用拉格朗日中值定理.本题的关

键是如何找到区间的分界点。因  0 0f  ，  1 1f  ，

,a b为正数，且0 1a

a b
 


，于是可利用连续函数介值

定理，存在点  01  ，，使得   a
f

a b
 


， 就可

作为区间的分界点.然后考虑在 0, 和 1，使用拉格朗日

中值定理。

证明 因 ,a b为正数，所以0 1a

a b
 


，由连续函

数介值定理，存在点  01  ，，使得   a
f

a b
 


.

于是  f x 在 0, 与 1，上分别满足拉格朗日中值

定理，即    0, , ,1     ，使得

       0 0f f f     ，

       1 1f f f     .
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又  0 0f  ，  1 1f  ，   a
f

a b
 


，所以

 a
f

a b
  


，

   1 1a b
f

a b a b
    

 
，

所以有
 

a

a b
f



 


，
 

1

b

a b
f



  


.两式相加

得
   

1

a b

a b a b
f f 
  
 

，

两边同乘  a b ，即得

   
a b

a b
f f 

  
 

.

例 4 若 0 ba ， 1n  ， 则

   banababanb nnnn   11 .

分析 欲证不等式可改写为

1 1
n n

n na b
nb na

a b
 
 


.

因 0 ba ，所以可构成区间  ,b a ，而

 n na b 恰好可看成函数
nx 在区间  ,b a 上的增量，

n na b

a b




就 是 函 数 增 量 与 自 变 量 增 量 之 比 ， 且

  1 n nx nx ，因此可考虑对函数
nx 在  ,b a 上使用拉

格朗日中值定理。

证明 令   nf x x ，则  f x 在 ,b a 上连续，在

 ,b a 内可导，且   1nf x nx   .

由拉格朗日中值定理得，存在  ,b a  ，使得

       f a f b f a b   ，

即  1n n na b n a b    .

因 0 b a   ，所以
1 1 1n n nb a    ，

于是

     1 1 1n n nnb a b n a b na a b       ，

故

   banababanb nnnn   11 .

例 5 当 0x  时， 1x xx e xe   .

分析 欲证不等式可改写为

0

1
0

x
xe e

e
x


 


.

因 0x  ，所以可构成区间  0, x ，而  0xe e 恰

好可看成函数
te 在区间  0, x 上的增量，

0

0

xe e

x




就是函

数增量与自变量增量之比，且   t te e ，因此可考虑对函

数
te 在 0, x 上使用拉格朗日中值定理。

证明 令   tf t e ，则  f t 在  0, x 上连续，在

 0, x 内可导，且   tf t e  .

由拉格朗日中值定理得，存在  0, x  ，使得

       0 0f x f f x   ，

即 1xe e x  .

因 0 x  ， 所以
0 xe e e  ， 于是

0 xx e x e x e x   ，

故 1x xx e xe   .
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五、结论

拉格朗日中值定理是微分学理论发展的重要成果，无论

在理论上还是在应用上都及其重要，对该定理的理解和掌握

程度直接影响到对整个微分学的理解和掌握，因此，在学习

微分学这部分内容时一定要把该定理理解透彻。以上几个例

子介绍了拉格朗日中值定理的两个典型应用，当然其应用还

有其它很多情形，我们应用定理时需要根据条件恰当地构造

辅助函数，有时也需要结合罗尔定理、柯西中值定理等来解

决问题。
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