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[摘  要] 本文在 0,s s Z≤ ∈ 时从 ( )sLi z 函数级数形式出发,推导出函数取前 n 项的递推公式,并在此基础之上推导出

( )sLi z 的递推公式,本文还引入新的算符O ,将 ( )sLi z 表示为 0 ( )sO Li z 的简洁形式,从而使 ( )sLi z 函数的形式更加简洁和

对称。最后本文用错项相减法推导出另一类级数取前 n项的求和递推关系式,并给出其与黎曼函数 ( )sζ 的关系。

[关键词] ( )sLi z 函数；有限项和；定义算符；错项相减法

引言 

关于函数的研究,有很长一段历史[1],并且也有了深刻

而明确的认识[2][3]。关于其递推式的研究中,尽管有些文献[4]

中给出了递推关系式,但由其最终的公式并不能计算出和实

际吻合的,因此本文从函数取前项的一般形式出发,推导出

一般形式下的递推公式,再由此推导出时的递推公式。 

1 主要结果 

1.1 ( )sLi z 的有限项形式

定理1当 0s ≤ 且 1z ≤ 时,函数可写为 ( )mLi z− ,

0m ≥ 设 ( )mLi z− 级 数 形 式 的 前 n 项 和 用

( , ) ( )m nLi z− 表示,则：
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将以上 n式相加得：
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即： 
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此即完成了定理的证明,由上式我们很容易求出

( )sLi z 无穷项的形式,只需在两边同时让 n趋于无穷大,

即为所要求的结果。 

1.2 ( )sLi z 的无穷项形式 

当 n→ ∞ 时上式 ( )sLi z 即变为函数 0s ≤ 时

的无穷项递推关系式： 
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即： 
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由于： ( )0 1

zLi z
z
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将其带入上述迭代公式,即可分别解得： 
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由上述递推公式原则上可以根据 ( )0Li z 计算出任意

的 ( ) , 0,sLi z s < 但当 s 很大时,由于它前面的 1s − 个

函数都包含在递推关系式中,所以在具体计算时将会变得非

常复杂,若能将 ( )sLi z 表示为 ( )0Li z 的某种形式,从而

避免把前 1s − 个函数引入到计算中,从而将计算大大简化。 

2 ( )sLi z 的算符表示形式 

2.1 0s ≤ 的形式 

此时函数可写为： 
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则： ( ) ( )1 'oLi z zLi z− =  

( ) ( )2 ' 'oLi z z zLi z− =     

若定义算符,
dO z
dz

= 则由数学归纳法易得出： 

( ) ( )0 , 0s
sL i z O Li z s−= ≤  

2.2 0s＞ 的形式 

此时函数为： 
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所以： ( ) ( )0
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若此时定义O算符为： ( ) ( )
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由数学归纳法同样可得出： ( ) ( )0 , 0s
sLi z O Li z s= ＞  

综上所述,可将表示为： ( ) ( )0
s

sLi z O Li z=  

其中： 
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上式将 ( )sLi z 表示为 ( )0Li z 的形式,上式表明当

s 为有限值时, ( )sLi z 可由O算符对 ( )0Li z 作用有限

次而得到,它反映了 ( ) , 1, 2kLi z k = ± ±  与 ( )0Li z

的关系,同时也简化了 ( )sLi z 的具体计算,当然也使

( )sLi z 函数的形式更加对称和简洁。 

3 一类相似级数的求和 
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考虑一类有限项级数{ }, 0,1, 2,mn m = ,设其前

n项和为 ( ),m nS ,即： ( ), 1 2m m m m
m nS k n= + + +   

用前文所用的错项相减法得： 
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将以上 n式相加得： 
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也即： 
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由上式容易得出： 
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当 1z = , n→ ∞ 时,函数变为 ( ),m nS 级数：

( ) ( ),lim , 0,1, 2,m m nn
Li z S m− →∞

= =   

值得注意的是,当m 为复数,且 ( )Re m ＜-1时,若

同时n→ ∞ 时,变为黎曼函数 ( )sζ ,即： 

( ) ( ) ( ),lim , Rem nn
S s m

→∞
=ζ ＜-1 
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