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[摘  要] 结合 Lipschitz 函数的性质,本文证明了多线性分数次积分算子与 Lipschitz 函数生成的迭代交换子从乘积 Lebesgue 空

间到 Lipschitz 空间的有界性。 
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引言和定义 

多线性算子的研究起源于20世纪70年代,Coifman等人

在文献[1-2]首次研究了双线性奇异积分算子,发现Calderò

n-Zygmund奇异积分算子交换子可以归结为一类双线性奇异

积分算子。之后,学者们开始了多线性算子及其交换子的研

究.值得注意的是： 

1999年,Kenig和Stein[3]获得了双线性分数次积分算子

从乘积Lebesgue空间到Lebesgue空间有界。 

2011年,默会霞和张志英[4]证明了双线性分数次积分算

子与Lipschitz函数生成的交换子从乘积Lebesgue空间到

Lebesgue空间或Triebel-Lizorkin空间有界。 

受上面结果启发,本文作者将去证明多线性分数次积

分算子与Lipschitz函数生成的一种迭代交换子从乘积

Lebesgue空间到Lipschitz空间的有界性。下面介绍其定

义： 

定义1 设 n20 << α ,多线性分数次积分算子 mI ,α

定义为： 
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假设b 是局部可积函数,多线性分数次积分算子 mI ,α
的迭代交换子定义为： 
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交换子有两大类,分别是BMO和Lipschitz函数,本文将

讨论多线性分数次积分算子与Lipschitz函数生成的一种迭

代交换子,下面介绍Lipschitz空间定义。 

定义2 设 0>β ,若函数 f 满足 
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则称其属于Lipschitz空间 )( nRβΛ 。 

本文中对于一个集合A, Aχ 表示其特征函数,C表示常

数,每次出现时有可能其值并不相同,当 0>C 时,若 CBA<

且 CAB < ,则 BA≈ ,另外,对方体Q, dxxf
Q

f
QQ = )(

1
。 

1 引理和主要结果 

众所周知,在研究算子与Lipschitz函数生成交换子的

问题中,需要借助于Lipschitz函数相关的一些性质,下面介

绍与本文相关性质： 

引理1 若 10 << β , ∞≤< q1 ,则 
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引理2设 ∞<<< qp1 , nqp //1/1 α=− , Qh

是一个定义在方体Q上的函数,若 γ≤0 ,则： 
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其中C 仅依赖于 α,,qp 和n 。 

定理1 设 
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证明：若 0>c ,对任意固定且以 Qx 为中心,2L为边长

的方体Q,cQ表示与Q同中心且边长是Q边长c倍的方体,记
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容易验证,
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首先估计 1D ,运用引理1和 mI ,α 在乘积Lebesgue空间

上的有界性可得, 
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然后估计 2D ,可得： 

dzzfbbI
Q

CD
Q Qm

qn
m  ∏

→→

−+
−= )())((

1 0
,1

1
2 αβ

 

q

Q

q

Qm
qn

m

q
dzzfbbI

Q

Q
C

1

0
,1

1

1
1

))())((( ∏
→→

−+

−

−≤ αβ

 

q

Q

q

mQi

m

i Qyn
m dzzfIbyb

Q
C

1

0
,

1

))(()(sup
1

∏
→

= ∈
−≤ αβ

 

)()(2)(1
1

21 nmpnpnp RLmRLRL

m

i
i fffbC ×⋅⋅⋅××≤ ∏

=
Λ
⋅

β

 

最后去估计 3D , 
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则有： 
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因此,定理得证。 
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