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[摘  要] 本文研究了极大子空间和亚子空间的性质,并且给出极大子空间、亚子空间分别与线性子空间之间的关系的证明方法,其主要贡献体

现为在研究这两个空间的性质时给出不同于前人的证明方法。 

[关键词] 极大子空间；亚子空间；子空间的交 

 

引言 

线性子空间是线性代数最基本的数学概念,也是线性代数的主要研究

对象,线性子空间的理论和方法对于现代矩阵研究应用极其广泛。近些年,

有很多学者对线性子空间及其性质进行了深入的研究：郝成功等
[1]
提出指

数有界性的极大子空间概念；江修保
[2]
给出亚子空间的基和维数的概念；

刘聿琦等
[3]
给出极大子空间是维数为1维的子空间的余子空间；豆艾等

[4]

给出任意的线性子空间可以表示成几个极大子空间交的形式；张鑫
[5]
给出

满足降链条件的极大子空间的交都可以用几个极大子空间的交来表示；周

燕博等
[6,7]

给出极大子空间在同构映射下得到的仍为极大子空间；徐中英

等
[8]
给出亚子空间的表示法唯一,徐运阁等

[9]
等给出关于亚子空间的3个等

价条件。 

本文以极大子空间和亚子空间的概念为基础,首先,给出极大子空间

在维数方面的性质,又给出任意的线性子空间可以表示为几个极大子空间

的交的不同证明方法,以及极大子空间在同构映射下得到的仍为极大子空

间的不同证明方法；其次,由亚子空间的定义,得到亚子空间的表示方法唯

一；另外,给出当亚子空间的构成元素线性无关时,亚子空间一定是线性子

空间的不同证明方法。本文的主要贡献为给出极大子空间和亚子空间在维

数、映射和表示方法方面的一些结论的不同的证明方法,同时给出一个关

于不同亚子空间关系方面的新的结论。 

下面我们引入一些定义和引理为后面给出的证明方法做铺垫。 

定义1[1]设V 是数域F 上的线性空间,U 是V 的子空间,在V任取

一个子空间M ,若满足 UM ⊇ ,就有 VM = 或者 UW = ,那么

W 是V 的极大子空间(即V 的任意一个子空间都包含U ,U 是V
及U 的子空间中并且包含在它们之中的最大的子空间)。 

注 )(FM n 是 一 切 n 阶 矩 阵 所 组 成 的 向 量 空 间 , 令

ijM ={ A ∈ ( )FM n |A的第 i 行第 j 列元素是0} ,那么 ijM 就是

( )FM n 的极大子空间。 

定义2[2]设V 是数域 F 上的线性空间,在V 中的任取 s 个向量

sααα ,,, 21  ,则形式为 

( ) },|{,,, 221121 kkFkkkkL i
i

sssk =Σ∈+++= αααααα 

的空间(其中k 为任意确定的数且 Fk∈ )称为线性空间的亚子空间。 

注 亚子空间不一定是子空间,如向量 θα ≠i (其中θ 表示零向量),

且 1=k ,则 }{)( 111 αα =L 当然不是子空间。 

定义3[10]设 'WW， 都是线性空间V 的线性子空间,若 'W 满足

VWW =⊕ ' (即 'WWV += 且 W }0{' =W ),则称 'W

为W的余子空间。 

注 其中“⊕ ”表示两个空间的直和,参见文献[11]。 

引理1[12]V 是数域 F 上的线性空间, VW ⊆ 且 VW ≠ ,任取

V∈α 但 W∉α ,对于V 的极大子空间 M ,有 ，M∉α 且

。WM ⊇  

1 极大子空间的性质 

在线性空间的研究中,关于有限维线性空间的研究已经很多,但是对

于一般线性空间基本没有探讨,下面我们通过对极大子空间在维数和映射

上的性质,对一般子空间进行初步探讨。下面定理1-3的结论可参见文献

[3-7,12],本文对这些结论给出了不同的证明方法。 

定理1 设V 是数域F 上的n 维线性空间,M 是V 的子空间,那

么M 是V 的极大子空间的充要条件是M 是维数为1的线性空间的余

子空间。 

证明 必要性如果M 是V 的极大子空间,令 ，MVT −∈ 0≠T  

=)(TL { }FaaT ∈| ,有 1)(dim =TL ,下面只须证明M 是

)(TL 的余子空间。 

(1)对于 MTL )( 中的任意一个元素a ,令 Taa 0= )( 0 Fa ∈  

)( 0 Fa ∈ ,可得 00 =a (反之,如果 00 ≠a ,则 MaXT ∈= 0| ,

这与 MVT −∈ 矛盾),因此由 =a 0=aT ,可得 }0{)( =TLM  。 

(2)令 )(, 21 TLM ∈∈ αα ,假设 1 2 0α α+ = ,当

1 2 1 20 ( )M L Tα α α α= = − ∈ ∩， ， 

因此 { }( ) 0M L T∩ = ,进而 )(TLMV ⊕= 。 

充分性 如果M 是维数是1的线性空间 )(TL 的余子空间,并且

MW ⊇ ,令 WT ∈1  

且 ，MT ∉1 由假设知 MTLV ⊕= )( ,令
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)(-1 MUFaUaTT ∈∈= ， ,有
a

U

a

T
T −= 1

。因为 ，WT ∈1  

MU ∈ 且 WM ⊆ ,所以 WT ∈ ,于是 )(TL W⊆ 。 

又由 ，， MMTLTLMTL ⊃⊕⊃⊕ )()()( 并且 )(TL  

是T最小的子空间,有 WMTL ⊆⊕)( ,从假设中可知

，VMTL =⊕)( 则 ，VW = 那么M一定是V的极大子空间,证毕。 

注 该定理已经在文献[3]中给出,文献[3]中通过构造一维线性空间,

并对其余子空间进行量性分析,从而给出结论的证明方法；本文通过构造

一维的生成子空间,借助直和的性质,从而得到与定理1的不同的证明方

法。 

推论1 设V 是维数为n 的线性空间,M 是V 的一个子空间,那么

M 为V 的极大子空间的充分必要条件是 1dim −= nW 。 

证明 必要性 如果令M 为V 的极大子空间,根据定理1的结论,一

定有维数是1的线性空间 ，W 满足 MWV ⊕= ,再根据维数定理,可

得 

dim dim dim 1M V W n= − = −                      (1) 

充分性 如果 ，1dim −= nM 再假设W 是M 一个的余子空间,

可得 

dim dim dimW V M= − 1)1( =−−= nn            (2) 

那么M 也是W 的余子空间,证毕。 

注 由该定理,可知极大子空间的维数是确定的。文献[3]并未给出证

明,此处利用维数定理以及定理1的结论给出了证明方法。 

定理2 假设V 是线性空间,那么任取V 的一个子空间 ，W 它一定

可以表示成几个极大子空间的交集。 

证明 任取 VW ⊂ ,假设 VW = ,显然W 不能表示为几个非空

的极大子空间的交集,反之,假设 VW ≠ ,在W的补集 cW 中(即V-W)任

取向量T,根据引理1,存在极大子空间 TM ,使得 WMT T ⊇∉ 成

立。假设 TMT MW
c∈= 1 ,只须证 WW =1 。 

首 先 , TMWWT ⊆∈∀ ， , 有 TMT MW
c∈⊆ , 可 得

WW ⊆1 ； 其 次 , 对 ，cWT ∈∀ TMT ∉ , 有

TWTT MMT c∈
⊆∈  ，cc

TMT WM
c 1)( == ∈ 最后得到

，WW ⊆1 由此定理结论成立。 

注 该定理解释了线性空间V的任意子空间与极大子空间的关系。在文

献[4]中,利用反证法给出了证明方法；本文利用引理1 的结论,通过构造

极大子空间给出不同的证明方法。 

推论2 设V 是数域F上的线性空间, VM ⊂ ,是V 的极大子空间

的充要条件是M 不能表示为除M 之外的其他子空间的交。 

证 明  利 用 反 证 法 , 假 设 M 可 以 表 示 为 其 他 子 空 间

sWWW ,,, 21  的 交 ( 即 sWWWM ∩∩∩= 21 ), 则

),,2,1( siWM i =⊆ ； 又 由 于 M 是 V 的 极 大 子 空 间 , 有

),,2,1( siWM i =⊃ ,与假设矛盾,因而M 不能表示为V 中

其他子空间的交。 

注 由该定理得到,极大子空间也不能表示为线性空间V的其余极大

子空间的交。在文献[4]中,利用除极大子空间之外的子空间可以表示为

其他子空间的交的结论给出了证明方法；本文利用反证法(即假设可以

表示为除之外的其他子空间的交)及极大子空间的定义给出不同的证明

方法。 

定理3设V 是数域F线性空间,若V 的n个子空间满足降链条件(即

）nWWW ⊇⊇⊇ 21 ,则 ),,2,1( niWi = 这些子空间均可

用几个极大子空间的交表示。 

证明 令T为
cW1 (其中为 1W 的补集,表示为 1WV − )中的任意向

量,根据引理1,存在极大子空间 TM ,使得 1WMT T ⊇∉ 。假设


cWT

TMK
1∈

=
,因为 ),,2,1( niWi = 满足降链条件,只须证

KW =1 。 由 于 T
c MTWT ∉∈ ，1 , 有

c

WT
T

WT

c
T

c
T

cc

MMMT 









=⊆∈

∈∈


11

)()( cK= ,

因此 ，cc KW ⊆1 。KW ⊇1  

下面证明 KW ⊆1 ,由于 1WMT ⊇ ,有
cc

T WM )()( 1⊆ ,于

是
c

T
c MW )(1 ⊇ c

TM )(⊇ ,因此, KMW T =⊆ 1 ,

则 KW =1 ,证毕。 

注 定理3实质上是定理2在降链条件下的推广。文献[5]中利用zorn

引理
[12]

给出了证明方法；本文利用定理1 的结论,通过构造极大子空间的

交,给出不同的证明方法。 

定理4 极大子空间在同构映射的作用下仍为极大子空间。 

证明 如果 21 VVf →： 是同构映射,其中 1M 是 1V 的极大子
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空间,由此得到 21)( VMf ⊂ ,只须证明 )( 1Mf 是 2V 的极大子空间。

假设 2W 是 2V 的极大子空间,有 )( 12 MfV ⊃ ,且 )( 12 MfW ⊇ 。 

由假设知 f 是同构映射,有 12
1 )( MWf ⊇−

,再由假

设知 1M 是 1V 的极大子空间(即 12
1 )( MWf ⊆−

),因此

12
1 )( MWf =−

, )( 12 MfW = ,由此极大子空间的同构映射也是

极大子空间。 

注 由该定理可得极大子空间在同构映射下的性质。文献[6,7]利用

线性子空间在同构映射下仍为线性子空间的结论以及极大子空间的定

义给出了的证明方法；本文利用线性空间的逆映射的性质给出了不同的

证明方法。 

2 亚子空间的性质 

数域F 上的线性空间V 的子空间对加法和数乘这两种运算是封闭

的,但亚子空间却不一定,下面对亚子空间的表示方法进行探讨,对亚子空

间与线性子空间的关系给出证明。下述亚子空间的表达唯一性定理(定理

5)、关于亚子空间的3个等价条件(定理6)的结论虽已给出,但本文基于已

有结论给出不同的证明方法；同时定理7对不同亚子空间的关系方面给出

了一个新的结论及证明方法。 

定理5 若 sααα ,,, 21  线性无关,则亚子空间

221121 ),,,( ααααα kkL sk += ,ssk α++ }, kkFk i
i

=Σ∈  

中各元素的表示方法唯一。 

证 明 ),,,( 21k sL αααα ∈∀ , 假 设 存 在 两 组 数

skkk ,,, 21  和 slll ,,, 21  且 klk i
i

i
i

=Σ=Σ ,

其中 ，，，， )21(, siFlk ii =∈ 使得 

1 1 2 2 s sk k kα α α α= + + +                             (3) 

1 1 2 2 s sl l lα α α α= + + +                            (4) 

两式相减,得到 

θααα =−++−+− sss lklklk )()()( 222111        (5) 

(其中θ 是零向量),由 s21 ,,, ααα  线性无关,则

，ss lklklk === ,,, 2211  即表示法唯一。 

注 在文献[8]中,利用向量线性无关的等价条件对定理5给出了证明

方法；本文是从亚子空间的定义出发,利用亚子空间中的各元素的线性形

式构造零向量的结论给出不同的证明方法。 

定理6 若 s21 ,,, ααα  线性无关,对于亚子空间

),,,( 21 skLW ααα = ,则下列说法等价：(1) 0=k ；(2)W为

子空间；(3) W∈θ (是零向量)。 

证明 以下证明过程是由 ).1()3()2()1(  已知是亚子空

间, ，V∈∀ βα, 任取 ，Fkkk s ∈,,, 21  且 0==Σ kki
i

,使得 

1 1 2 2 s sk k kα α α α= + + +                             (6) 

任取 Flll s ∈,,, 21  ,且 0==Σ kli
i

,使得 

1 1 2 2 s sl l lβ α α α= + + +                               (7) 

则 0)( =+ i
i

i lk ,那么 

Wlklklk sss ∈++++++=+ αααβα )()()( 222111  (8) 

任取 Fp∈ ,有 Wkpp
i

ii ∈=  αα ,得到(1) (2)； 

由W 是亚子空间,令 

ssss lllkkk αααααααα +++=−+++=  22112211 ， (9) 

(其中 klk
i

i
i

i ==  ),则 

Wlklklk sss ∈++++++= αααθ )()()( 222111  (10) 

得到(2) (3)； 

假设 ，W∈θ 则存在一组数 Ekkk s ∈,,, 21  且使得 

sskkk αααθ +++= 2211                           (11) 

由于 s21 ,,, ααα  线性无关,即 0=Σ i
i
k ,得到 )1()3(  ,

证毕。 

如果 0=k ),,,( 21 skL ααα  ,必为线性子空间,但

s21 ,,, ααα  相关性不确定。 

如 ），（）（）（ 4,1-,3,1-,2,1,1,0,1 321 === ααα 可以得到
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),,( 3210 αααL 为线性子空间,即 321 ,, ααα 线性相关。 

注 在文献[9]中,利用亚子空间的表示法唯一,以及向量线性无关的

充要条件给出了证明方法；本文利用线性子空间及亚子空间的定义给出的

新的证明方法。 

推论3 对于亚子空间 

},|{),,,( 221121 kkFkkkkL i
i

sssk =Σ∈+++= αααααα  (12) 

若 0≠k ,则 s21 ,,, ααα  一定线性相关。 

证明 假设存在一组数 Fkkk s ∈,,, 21  且 ，0≠=Σ kki
i

使得 

02211 =+++ sskkk ααα                                 (13) 

1-
1

2
2

1
1

s
s

s

ss
s k

k

k

k

k

k αααα −−−−−=                  (14) 

即 sααα ,,, 21  可以相互线性表示,证毕。 

注 在文献[9]中,利用推论3的等价条件(若 s21 ,,, ααα  线性

无关,则 0=k )的结论给出了证明方法；本文利用向量线性相关的充要

条件给出不同的证明方法。 

定理7 若 sααα ,,, 21  线性无关, ,1W 2W 均为亚子空间,且

有 ,( 11 αkLW = ),,2 sαα  , ),,,( 21 smL ααα = , 则

21 WW = 的充分必要条件是 0== mk 。 

证明 必要性因为 21 ,WW 均为亚子空间,有 ，mlkk i
i

i
i

=Σ=Σ , 令 

022112211 =+++=+++ mmss lllkkk αααααα  (15) 

由 sααα ,,, 21  线性无关,有 

00 2121 ======== ms lllkkk  ， ,则 0==mk 。 

充分性 由亚子空间的定义可以推知 21 WW = ,证毕。 

注 在文献[9]中,只给出亚子空间在表示法方面的结论的证明方法,

但定理7利用亚子空间的定义对不同亚子空间的关系方面给出了一个新的

结论及其证明方法。 

3 结论 

通过给出极大子空间和亚子空间的定义,本文对其性质进行拓广,这

些为更深层次地挖掘线性空间提供了方便。对于我们在学习阶段熟悉的线

性子空间,本文以基和维数、直和、子空间的交的性质为基础,给出极大子

空间、亚子空间与线性子空间的关系的证明方法,极大丰富线性空间的研

究领域,大大提高线性子空间的解决问题的应用实践性。由此,线性子空间

的研究成果逐渐趋于完备,使得它在数学理论中占据着极其重要的地位。

与此同时,这两类子空间在其他方面的性质研究将进一步开展。 
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