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[摘  要] 本文是在前人对矩阵方程 A X X B= 解的判定和解的结构的研究基础上,做出了线性映射

( )X A X X Bφ = − 的相关讨论,并给出了相应的应用. 
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Some results about the linear mapping X AX XBφ = −（ ） and its applications 
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[Abstract] Based on the determination and struction of solution of matrix equation A X X B= , the discussion 

and the corresponding application of the linear mapping ( )X A X X Bφ = − is given. 
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引言 

矩阵方程 AX XB= 在系统控制

和数值计算方法经常遇到,前人应用矩

阵的标准型、矩阵的分块理论对矩阵方

程 AX XB= 的研究在理论上给出了非

零解的条件以及有非零解时解的维数；

引入Kroncker积将矩阵方程 AX XB=
转化为等价的线性方程组[4] 

( ) 0T
n nA I I B X⊗ − ⊗ =

 

给出了其数值解；本文在此基础上

引入线性映射 ( )X AX XBφ = − ,

在矩阵空间讨论 ( )X AX XBφ = −

的特征值,核与值域的维数,以及 φ 可

对角化的条件并给出相应的应用. 

1 预备知识 

引理1
[1]
(凯莱定理)设 A是数域P

上的一个 n n× 矩阵 ( )f E Aλ λ= − ,

是 A的特征多项式,则 ( ) 0f A = . 

引理2
[2] n 阶方阵 ,A B 没有公共

特征值,证明：矩阵方程 AX XB= 只

有零解. 

证明由 AX XB= ,则 

2 2( ) ( )A X A AX AX B XB= = = ,

由数学归纳法有 ( )m mA X XB m N= ∈  

设 ( )f E Aλ λ= − ,由引理1知

( ) 0f A = ,再由上述式子有 

( ) ( )f A X Xf B= ,即 ( ) 0Xf B = ,

又 ( )f B 可逆,故 0X = . 

引理3 ,A B 为 n阶方阵设 A有特

征值 1 2, , nλ λ λ , B 有特征值

1 2, , nμ μ μ ,则 AX XB= 的解

的情况如下： 

(1)当 1 , )i j i j nλ μ≠ ≤ ≤（ 时方

程 AX XB= 只有零解. 

(2)当 1 , )i j i j nλ μ= ≤ ≤（ 时方

程 AX XB= 有非零解. 

(3)当 X 的秩为 r 时方程 ,A B有

r个相同的特征值(特征值按重数记). 

证明：(1)记 

1 1, ,PXQ C PAP A Q BQ B− −= = = ,

即有 AC CB= ,对每一个若当块有

( ) ( )i i j jJ C CJ uλ = ,C 的每一小块

仍 记 为 C , 此 时 C 为 i j× 矩

阵, i juλ ≠ 时由引理2知 0C= ,得证. 
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(2) i juλ = 时,令 ( ),i j i j
C c

×
= ,

讨论 i j= 的情形, 

, 1, !(0) (0) ;i i i j i jJ C CJ c c + += ⇔ =
 

,1 , 0, 1;i k jc c i j m= = ≠ ≠
 

此时得C 的通解为 
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0 1 2 1, , ic c c c − 可以任意取值.故

AX XB= 有非零解. 

(3) ( ) ,R X r AX XB= = 时,存

在可逆矩阵 ,P Q 使得 

0

0 0
rEPXQ

 =  
 

,令 1,A PAP−=  

1B Q BQ−=
,则有 

1 1( ) ( ) ( ) ( )PAP PXQ PXQ Q BQ− −⋅ = ⋅ ,

即
0 0

0 0 0 0
r rE E

A B
   =   
   

. 

令
1 2 1 2

3 4 3 4

,
A A B B

A B
A A B B

   
= =   
   

,

则有
1 1 2

3

0

0 0 0

A B B

A

   =   
  

. 

即 1 1 3 20, 0A B A B= = =， , 

即 , .A B r有 个 阶 块 是 一 样 的  

推论
[3] AX XB= 有非零解的充

分必要条件是 ,A B至少有一个共同的

特征值. 

引理4
[4]
设 A的初等因子是 

{( ) | 1, , }ip
i i mλ λ− =  , B 的

初等因子是{( ) | 1, , }jq
j j kλ μ− =  ,

则方程 0AX XB− = 的线性无关的

解的个数是
1 1

m k

ij
i j

d
= =
 ,这里 ijd 表示

( ) ip
iλ λ− 和 ( ) jq

jλ μ− 的最大公因式

次数,即当 i jλ μ= 时 min{ , }ij i jd p q= . 

2 主要结果及应用 

定理1 设 

, )nA B M C∈ （ , ( )nM C 为全

体 n n× 矩阵构成的线性空间, A的全

体特征值为 1 2 , nλ λ λ， , B的全

体特征值为 1 2, , nμ μ μ ,线性映

射 φ ： ( ) ( )n nM C M C→ 定 义

为, ( )X AX XBφ = − 则有 

(1)φ 的特征值全在集合 

{ }1 , )i j i j nλ μ− ≤ ≤（ 中. 

(2)φ 的全体特征值恰为 

1 ,i j i j nλ μ− ≤ ≤（ ）. 

证明(1)假设 )X Xφ η=（ ,η 为

φ 的特征值,即 )A E X XBη− =（ 有非

零解,由引理3即矩阵有公共特征

值, i jλ η μ∴ − = ,即有 i jη λ μ= − 成立. 

(2)由(1)知 φ 的特征值全在集合

{ }1 , )i j i j nλ μ− ≤ ≤（ 中,下证对任

意的ξ = i juλ − ,都有 ( ) ,X Xφ ξ= 且

X 非零,即能找到这样的特征向量使

得上式成立. 

由

( )X AX XBφ = − = Xξ =( i juλ − )

X ,即证 ( ) ( )i jA E X X B Eλ μ− = −

有非零解. 

由引理4知解空间非零,即存在特征

向量 X 使得 ( )X Xφ ξ= 成立. 

定理2线性映射φ ： 

( ) ( )n nM C M C→ 定义 ,X AX XBφ = −（）

则φ 可以相似对角化的充分必要条件

是 A ,B可以相似对角化. 

证明由定理1知φ 的特征值 

( )1 ,i j i j nη λ μ= − ≤ ≤ ,对某固

定的 ,i j , i juλ − 特征向量的维数由

引理4知为 m in { , }ij i jd p q= , 

i juλ − 的代数重数为 .i jp q . 

φ 可以对角化⇔ min{ , }ij i jd p q= = 

i jp q⋅ 对任意的 ,i j 都成立,故对任意

的 ,i j ,总有 1i jk m= = ⇔ ,A B的

若当块都是一阶的,⇔ ,A B可以相似

对角化. 

即上述定理得证. 

定理3  线性映射φ ： 
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( ) ( )n nM C M C→ 定义为 

( )X AX XBφ = − , φ 的核与

值域的维数公式分别为dim k e r φ = 

1 1

m k

i j
i j

d
= =
  , 

2dim Im nφ = −
1 1

m k

ij
i j

d
= =
 . 

证明 kerφ 的维数即为线性空间

{ }| 0X AX XB− = 的维数,由引理

4知dim kerφ =
1 1

m k

ij
i j

d
= =
  

这里 i jd 表示 ( ) ip
iλ λ− 和

( ) jq
jλ μ− 的最大公因式次数. 

2dim ker dim Im nφ φ+ = 知

2dim Im nφ = −
1 1

m k

ij
i j

d
= =
 .特别

的当 B A= 时,下面得到更为漂亮的

结论,此时φ ： ( ) ( )n nM C M C→ 定

义为 

( )X AX XAφ = − , dim kerφ =

1 1

m k

ij ii
i j

d d
= =

≥ =
1

m

i
i

p
=
 =n .即 

2dim Im nφ = −

2

1 1

m k

ij
i j

d n n
= =

≤ − . 

当且仅当 0ijd = 时,等号成立,此

时 A的初等因子 

 

{( ) | 1, , }ip
i i mλ λ− =  两两互素. 
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