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[摘  要] 构造一个网收敛到在 [ , ]a b 上Riemann可积函数 ( )f x 的定积分 ( )
b

a
f x dx ,再构造两个网分

别收敛到在 ( )nE R⊆ 上两种常用Lebesgue可积函数 ( )f x 的两种常用Lebesgue积分 ( )
E
f x dx 。 
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Riemann积分、Lebesgue积分所用的

极限只是网的收敛[4][5]概念的一个特例,

本文用更广泛的收敛去构造三个网分别

收敛三个常用积分上,为此给出所需要

的基本概念。 

定义1  设 ( , )D ≤ 是偏序集满足：

1 2,d d D∀ ∈ 都 3d D∃ ∈ , 使 得

1 2 3,d d d≤ .则称偏序集 ( , )D ≤ 是一

个定向集。 

定义2  设 ( , )D ≤ 是一个定向集, 

( , )X τ 是一个拓扑空间.称映射：

: D Xξ → 为上的一个网.记 

( ) =( )d d d Ddξ ξ ξ ξ ∈= ，  

定义3  设 ξ 是拓扑空间 ( , )X τ 内

的一个网, p X∈ .若 ( ( ))pV N pτ∀ ∈ ,

都 0d D∃ ∈ 使得 d pVξ ∈  

0( ( ) )d D d d∀ ∈ ≤， ,则称 p 是

网ξ 在拓扑空间 ( , )X τ 上的一个极

限,记 pξ → .记 

{ }l im p pτ ξ ξ= → . 

1 构造一个网收敛到 Riemann

积分 ( )
b

a
f x dx  

定理1 设函数 ( )f x 在 [ , ]a b

上Riemann可积
[1]
,则存在 1( , )dR τ

内的网ξ ,使得 

{ }l im ( )
d

b

a
f x d xτ ξ =  . 

证明： 

1.1记 D 表示 [ , ]a b 上的一个分

割,记 ( )T D 表示 [ , ]a b 上的分割集, 

1 2D D， 表示 [ , ]a b 上的一个分割,令

1D 的分点是 2D 的分点 1 2D D⇔ ≤ . 

1 2 ( )D D T D∀ ∈, , 0 ( )D T D∃ ∈

是 比 1 2D D， 更 细 的 分 割 , 即

0( 1,2)iD D i≤ = ,则偏序 ( ( ) )T D ≤，

是定向集； 

1.2设 

1

1

: ( ) , ( )
n

D i i
i

T D R D f x xξ ξ
=

→ = 

是
1( , )dR τ 内的一个网. 

记

0
lim ( ) in f

b

D aT
f x dxα ξ

+→
= = =  

{ } { }( ) sup ( )D DS D T D S D T D∈ = ∈大 小 [1]
,

(其中
1D

S 大
表示分划 D 的大和, DS

小
表

示分划D 的小和).设 ( )V Nα α∀ ∈ , 

( , )N Vαα δ∃ ⊆ , 

1 2, ( )D D T D∃ ∈ 使得 

2D
Sα δ α− < ≤小

,
1D

Sα α δ≤ < +大
,

则 0 1 2 0( ),D T D D D D∃ ∈ ≤， 使得 

当 0D D≤ 时得 

2 0D D DS S Sα δ α− < ≤ ≤ ≤小 小 小
, 

2 0D D DS S Sα δ α− < ≤ ≤ ≤小 小 小
 

0 2
+D D DS S Sα α δ≤ ≤ ≤ <大 大 大

 

0( , ) ( )D N V D Dαξ α δ ∈ ⊆ ≤  

= ( )
b

a
f x dxξ α →  . 

即
1( , )dR τ 内的网ξ 以 ( )

b

a
f x dx

为极限； 

1.3设网 
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= ( )
b

a
f x dxξ β β α→  = 

 

(否则β α≠ , 

( ) ( )V N V Nα βα β∃ ∈ ∈, 使 得

=V Vα β ∅ . ξ α→  1 ( )D T D∃ ∈

使 1( )D V D Dαξ ∈ ≤ , ξ β→   

2 ( )D T D∃ ∈ 使得 2( )D V D Dβξ ∈ ≤ .

由于 ( )T D 是定向的,所以 0 ( )D T D∃ ∈

使 得 1 2 0D D D≤，
0D
V Vα βξ ∈ ≠∅

矛盾) 

所以 l im
dτ ξ 是单点集,即 

{ }lim ( )
d

b

a
f x dxτ ξ =  . 

2 构造一个网收敛到 Lebesgue 

积分 ( )
E
f x dx  

定理2 设 ( )f x 在可测集 ( )nE R⊂

上 Lebesgue可积
[2]
,则存在

1( , )dR τ 内

的网ξ ,使得 

{ }lim ( )
d E

f x dxτ ξ =  . 

证明： 

2.1记分划 

1

k

i i j
i

D E E E E
=

= ： ，  

( ) ( 1,2, )ii j E i= ∅ ≠ = ，  

可测,记 { }( )T D D D E= 在 上的分划 [2]
, 

1 2 ( )D D T D∈, ,令 2D 是 1D 的加细

1 2D D⇔ ≤ . 

1 2 ( )D D T D∀ ∈ 、 0 ( )D T D∃ ∈ [2]
,即

0( 1,2)iD D i≤ = ,则偏序 ( ( ) )T D ≤， 是

定向集； 

2.2设 

1: ( ) , D DT D R D Sξ ξ→ = 大

( DS
大 表示分划 D 的大和 ), ξ 是

1( , )dR τ 内的网. 

记 

{ }( ) inf ( )DE
f x dx S D T Dα = = ∈ 大

设 ( )V Nα α∈ , ( , )N Vαα δ∃ ⊆  

0 ( )D T D∃ ∈ 使得
0D

α ξ α δ≤ < +  

0 0( )D D D Dα ξ ξ α δ ≤ ≤ < + ≤

0( , ) ( )D N V D Dαξ α δ ∈ ⊆ ≤ 

ξ α→ ； 

2.3设网 ξ β β α→  = (同

理(1.3)可得) 

所以 lim
dτ ξ 是单点集,即 

{ }lim ( )
d E

f x dxτ ξ =  . 

3 构造一个网收敛到 Lebesgue 

积分 ( )
E
f x dx  

定理3设 ( )f x 在可测集 ( )nE R⊂  

Lebesgue上可积[3],则存在
1( , )dR τ

内的网ξ ,使 { }lim ( )
d E

f x dxτ ξ =  . 

证明： 

3.1设0 ( ) ( )n x f xϕ +≤ ≤ , 

_

0 ( ) ( )n x f xψ≤ ≤ ,其中 

( ) ( )n nx xϕ ψ， 是 E 上的单调递增的

简单函数[3]列且 lim ( ) ( )n
n

x f xϕ +

→∞
= , 

_

lim ( ) ( )n
n

x f xψ
→∞

= .记 

{ }( ) ( ( ), ( ))n n n nT D T T x xϕ ψ= =  

令 ( )i jT T i j≤ ≤ .则偏序 

( ( ) )T D ≤， 是定向集； 

3.2设 

1: ( ) , nT D R Tξ →   

( ) ( )n nE E
x dx x dxϕ ψ−   

ξ 是
1( , )dR τ 内的网. 

记 

( )
E
f x d xα = =

( ) ( )
E E
f x dx f x dx+ −− 

, 

有Levi定理可得 

lim ( ) ( )nE En
x dx f x dxϕ +

→∞
= < +∞ 

lim ( ) ( )nE En
x dx f x dxψ −

→∞
= < +∞   

l im = lim ( )
nT nEn n

x d xξ ϕ
→ ∞ → ∞

   

( )nE
x d xψ α− =  

设 ( )V Nα α∈ ,则
0

( )nT T D∃ ∈ ,

使得 ( , )N Vαα δ∃ ⊆  

且当
0

( ( ))n nT T T D≤ ∈ 都有 

( ) ( )
2nE E

x dx f x dx
δϕ +− <  , 
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( ) ( )
2nE E

x dx f x dx
δψ −− <   

( ) ( )
nT nE E

x dx f x dxξ α ϕ + − ≤ −   

( ) ( )nE E
x dx f x dxψ δ−+ − <   

( , )
nT
N Vαξ α δ ∈ ⊆  

所以当
0

( ( ))n n nT T T T D≤ ∀ ∈

都有
nT
Vαξ ∈ ,即 = ( )

E
f x dxξ α→  ； 

3.3设(3.2)中的网 

= ( )
E
f x dxξ β β α→  =   

(否则β α≠ , 

( ) ( )V N V Nα βα β∃ ∈ ∈、 使

得 =V Vα β ∅ .使得ξ α→   

1
( )nT T D∃ ∈  

当
1n nT T≤ 时,都有

nT
Vαξ ∈ , 

ξ β→   
2

( )nT T D∃ ∈ 使得当

2n nT T≤ 时,都有
nT
Vαξ ∈ . 

记 { }
0 1 2

max ,n n nT T T=  

0n
T V Vα βξ ∈ ≠ ∅ 矛盾) 

所以 lim
dτ ξ 是单点集,即 

{ }lim ( )
d E

f x dxτ ξ =  . 
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