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[摘  要] 通过利用简单同余法,因式分解法以及分类讨论法研究了不定式方程 3 21 3069x y+ = 的

整数解问题,得到不定方程有且只有平凡解( ) ( ), 1,0x y = − 。 
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The Solution of Indefinite Equation 
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[Abstract] By using simple congruence method, factorization method and classification discussion method, this 

paper studies the integer solution of the indefinite equation, and obtains that the indefinite equation has and only 

has trivial solution. 
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引言 

形如 ( )3 21 0x Dy D+ = > 的不

定方程在数论中扮演着重要的角色。不

定方程是变数个数多于方程个数,且取

整数值的方程。不定方程的整数解问题

是数论的一个重要课题,我国古代数学

家在这方面的研究内容极为丰富,在数

学史上占有重要地位。自其出现以来便

引起了广大数学爱好者的浓厚兴趣。例

如陈雨君证明了方程
3 21 959x y+ = 仅有

整数解( ) ( ), 1,0x y = − 。在上述基础上,

本文研究不定方程时方程解的情况。 

引理1：方程 ( )2 1 0 mod9x x− + ≡

无整数解。 

引理2：不定方程
2 21x x y− + = 有且

仅有整数解( ) ( ) ( ), 1, 1 , 0, 1x y = ± ± 。 

定理及证明 

定理 

不定方程
3 21 3069x y+ = 有且

仅有平凡整数解( )1,0− 。 

证明： 

由题可知( )1,0− 显然是方程的解。 

因为( ) ( )( )3 21 1 1x x x x+ = + − + , 

( ) ( )( 221, 1 1, 1x x x x x+ − + = + +
 

( ) ) ( )3 1 3 = 1,3 1x x− + + + = 或3
 

所以分4种情况来讨论： 

情形(1) 

2 2 21 3069 , 1 ,x a x x b y ab+ = − + = = ； 

情形(2) 

2 2 21 , 1 3069 ,x a x x b y ab+ = − + = = ； 

情形(3) 

2 2 21 341 , 1 9 ,x a x x b y ab+ = − + = = ； 

情形(4) 

2 2 21 27621 , 1 , 3x a x x b y ab+ = − + = =
。 

情形(1)由引理2可知不定方程无整

数解。 

情形(2)分俩种情况讨论。 

(1)当x为偶数：由一式知a为奇数,

有
2 1( 8)a mod= ,故得 

2 1 0( 8)x a mod= − ≡ ,将其代入第一

式的左边可得
2 1 1( 8)x x mod− + ≡ 。又

因为 2 21 3069x x b− + = ,所以b为奇

数,有
2 1( 8)b mod≡ ,

23069 5( 8)b mod≡ , 

因此有 

( )2 21 1 3069 5 8x x b mod≡ − + = ≡ ,
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上述同余方程矛盾,所以当x为偶数时

无解。 

(2)当x为奇数：由一式可知a为偶数,

从而有
2 4( 8)a mod≡ 或

2 0( 8)a mod≡ 。 

(i)当
2 4( 8)a mod≡ 时： 

2 1 3( 8)x a mod= − ≡ ,将其带入二式

( )2 21 3069 7 8x x b mod− + = ≡ 。又

因为 2 21 3069x x b− + = 是奇数,因

此b为奇数,可得
2 1( 8)b mod≡ 。但

23069 5( 8)b mod≡ , 因 此 有

2 27 1 3069 5( 8)x x b mod≡ − + = ≡ ,

所以可知上式矛盾。 

(ii)当
2 0 ( 8 )a m od≡ 时：将

2 1x a= − 代入第二个方程就可以得

出
2 2 2 2(a 1) (a 1) 1 3069b− − − + = ,

化解得
2 2 2(2a 3) 3 3069(2 )b− + = ,

故可得 

2 2( 2 a 3 ) 0 ( 3 )m o d− ≡ , 

 

 

 

①又因
2 0 ( 8 )a m o d≡ ,代入可

得
2 2(2 3) 1( 8)a mod− ≡ ②,所以由同

余方程①可得
2 2

1(2 3) =3ka − ,③由

同余方程②可得
2 2

2(2 3) 8 1a k− = +

④ , ③ ④ 联 立 方 程 组 , 计 算 可 得

1 1

2 2

1 27

1 10

k k
k k

= = 
 = = 

， ,代入③式中可

得解依次为 

22 3 3 9 15 21 27 35a − = ，，，，， ⑤。因

2 2 2(2a 3) 3 3069(2 )b− + = , 

2 2
2 (2 3) 3

3069 4

ab − +=
×

。由⑤计算得b

为偶数。初始计算知b为奇数,矛盾,所以

当x为奇数时同余方程无解。综上可知,

原不定方程没有整数解。 

情形(3)已知 2 21 9x x b− + = ,由

引理1知方程无整数解,故该情形下不定

方程无整数解。 

情形(4) 1 0( 3)x mod+ ≡ , 

2( 3)x mod≡ ,将其代入二式的左边得 

 

 

 

 

 

2 0( 3)b mod≡ ,但由于3不能整除1,故

2 0( 3)b mod≡ ,
2 0( 9)b mod≡ ,

2 21 0( 9)x x b mod− + = ≡ 引 理 1

知方程无整数解,故方程无整数解。 

结论 
综上所述,不定方程 

3 21 3069x y+ = 有且仅有平凡整

数解(-1,0)。 
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